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∂x
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R = −e−2ikx0
α − ik tan[α(L − x0)]

α + ik tan[α(L − x0)]
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√
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ÜrÔ$Ë�Ö�Ë�Ö�Ì�Î�ç1Î�Ø&Ô$èUÛ>Ë:é�Î�Ø�Î�Ö1Í@ä8Ô+Ú>Ì�Ýê¾lÖ'Îwä8Ô+Ú,ë\ä9Ë:Í�Ê�Õ,Ó>Í
Ì�ì'è:Ë:Í�Í%Ë:Ö�ívÍ�Ê'Î!Î�Ò6Ó�ÔKÍ%Ë:Õ1Ö�Ì/Õ,Ø^Í�Ê'Î#ì�Ê6Ú>Ì�Ë�Ù�Ô$è�çKÔ,Ø�Ë4Ô$ã'è�Î�Ì�ë�Ë�Ì
Í�Õ{Ü{Ó'è:Í�Ë�ì'è�ÚpÍ%Ê'Î\Î�Ò6Ó�ÔKÍ%Ë:Õ1Örã6Ú

(1+ iσx

ω̄ )
ä9Ê'Ë4Ù&Êrí,Ë�ç,Î�ÌNË:Ü�æ

Ü/Î�Û>Ë4ÔKÍ%Î�è�Ú
(

I +
M

1 − M2
A

)

(−iω̄u + σxû) + A
∂û

∂x̄

+
√

1 − M2B
∂û

∂ȳ
+ σx

√

1 − M2B
∂q̂

∂ȳ
= 0

ß�à�î6â

ä9Ê'Î�Ø�Î
q̂
Ë�Ì�Ô,ÖWÔ,Ó>ï>Ë:è�Ë4Ô$Ø%Úrç+Ô,Ø�Ë4Ô$ã�è:ÎUÔ$Ö�ÛBÛ>Î�ð�Ö'Î�ÛWÔ1Ì

q̂ =
i

ω̄
û.

È8Ê'Î�Í�Ë�Ü�ÎsÛ>Õ,ÜrÔ,Ë:Öñç1Î�Ø&Ì�Ë�Õ,Ö£Ù�Ô,ÖÃã<Î�Ø�Î�Ô,Û>Ë�è:Ú�Õ,ã'Í%Ô$Ë�Ö'Î�Û
×�Ø%Õ,Üòß�à�î6â	Ý=ó�Ê'Î�ÖwÎ	ï>ì'Ø%Î�Ì%Ì�Î�Û@Ë�Ö#Í%Ê'Î/Õ,Ø%Ë:í1Ë:Ö�Ô,è*çKÔ,Ø�Ë4Ô$ã'è�Î�Ì
x, y

Ô$Ö�Û
t
ëhä�Î\í,Î�ÍNÍ%Ê'Î�×�Õ1è:è�ÕKä9Ë:Ö�ípÌ�Î	Í`Õ,×nÎ�Ò6Ó�Ô$Í�Ë�Õ,Ö�ÌzÍ�Õ{ã�Î

Ó�Ì�Î�ÛWË�ÖWÔ/ç1Î�Ø�Í�Ë4Ù�Ô$è¥ÏNÐ!ÑvÛ>Õ,ÜrÔ$Ë�Önë

∂u

∂t
+A

∂u

∂x
+B

∂u

∂y
+σxB

∂q

∂y
+σxu+

σxM

1 − M2
Au = 0,

ß�à�É,â
∂q

∂t
= u.

ß�à�ô1â
½hË:Ü/Ë�è�Ô,Ø�è�Ú,ë$×�Õ,Øxì'Ø%Õ,ã'è�Î�ÜrÌ�ä9Ê'Î�Ø�Î8ã�Õ$Í%ÊpÍ%Ê'Î8ç,Î�Ø�Í%Ë�Ù�Ô$è'Ô$Ö<Û

Ê'Õ1Ø�Ë�õ�Õ1Ö1Í&Ô$è{Ô,ã�Ì�Õ,Ø%ã'Ë:Ö�ísè4Ô+Ú,Î�Ø%Ì�ß�Ë�Ö�Ù	è�Ó�Û>Ë�Ö'í�Ù�Õ,Ø%Ö'Î�Ø&Ì&âBÔ$Ø%Î
Ö'Î�Î�Û>Î�Ûmë�Í%Ê'Î{Ï`Ð#Ñ�Ù	Õ1Ü/ì'è:Î�ïBÙ&Ê<Ô$Ö'í1ÎdÕ$×zçKÔ$Ø%Ë�Ô,ã'è�Î=Ì�Ê'Õ1Ó'è4Û
ã�Î=Ô$ì'ì'è�Ë�Î�Û?Í�Õrã�Õ$Í�Ê

x̄
Ô$Ö<Û

ȳ
ë

x̄ −→ x̄ +
i

ω̄

∫ x̄

x̄0

σxdx, ȳ −→ ȳ +
i

ω̄

∫ ȳ

ȳ0

σydy

ä9Ê'Î�Ø�Î
σx
Ô$Ö�Û

σy
Ô,Ø�Î`×�Ó'Ö�Ù	Í�Ë�Õ,Ö�ÌJÕ,×

x
Ô$Ö�Û

y
Ø%Î�Ì�ì�Î�Ù�Í%Ë:ç1Î�è�Ú,Ý

È8Ê'Ë4Ì�è:Î�Ô,Û'Ì*Í%Õ-ÔlÏNÐ#ÑWÎ�Ò6Ó�Ô$Í�Ë�Õ,Ö{×�Õ,ØJÍ�Ê'Î�öKæ�Å Þ Ó�è:Î�ØxÎ�Ò6Ó�ÔKæ
Í�Ë�Õ,Ö<Ì9Ô,Ì�×�Õ,è�è�ÕKä�Ì�ë

∂u

∂t
+A

∂u

∂x
+B

∂u

∂y
+σyA

∂q

∂x
+σxB

∂q

∂y
+ (σx + σy)u

+σxσyq +
σxM

1 − M2
A(u + σyq) = 0.

ß�àK÷$â

ä9Ê'Î�Ø�Î
q
Ë�Ì8Í%Ê'ÎdÌ�Ô,Ü/ÎUÔ1Ì8Ë:Övß�à�ô1â�ß�Ì�Î�Îdø�Ó*ß�ö$ù1ù'à+â�â�Ý

ó�Î|Ö�Õ$Í�Î|Í�Ê�Ô$Í�Î�Ò6Ó�Ô$Í�Ë�Õ,Öúß�àK÷$â[Ø%Î�Ù�ÕKç,Î�Ø&Ì�Í�Ê'Î Þ Ó'è�Î�Ø
Î�Ò6Ó�Ô$Í�Ë�Õ,Ö�ß�÷$â{ä9Ê'Î�Ö

σx = σy = 0
Ý¢½hË�Ö�Ù	Î

σx
Ô,Ö�Û

σyÔ$Ø%ÎU×�Ó'Ö�Ù	Í�Ë�Õ,Ö�Ì\Õ$×
x
Ô$Ö<Û

y
Ø%Î�Ì�ì<Î�Ù�Í�Ë�ç,Î�è:Ú1ë�Ë:Í�×�Õ,è�è:ÕKä�Ì�Í%Ê�ÔKÍ�ë

Ë�Ö�Ô#ç1Î�Ø�Í�Ë4Ù�Ô$è
x
æ�è�Ô+Ú1Î�Ø�ë

σx
Ë4ÌpÖ'Õ,Ö>æ�õ�Î�Ø�Õ!ã'Ó>Í

σy = 0 û Ë:ÖÔ�Ê'Õ,Ø%Ë:õ�Õ,Ö6Í%Ô,è
y
æ�è�Ô+Ú1Î�Ø�ë

σy
Ë4Ì/Ö'Õ,Ö'æ�õ�Î�Ø%Õ#ã'Ó>Í

σx = 0 û Ë:ÖÍ�Ê�ÎpÙ	Õ1Ø�Ö�Î�Ø\è4Ô+Ú,Î�Ø�ë�ã<Õ,Í�Ê
σx
Ô,Ö�Û

σy
Ô,Ø�Î{Ö'Õ,Ö>æ�õ�Î�Ø�Õ<ë<Ô1Ì�Ë�èoæ

è�Ó�Ì�Í%Ø%Ô$Í�Î�Û?Ë�ÖWüJË�í,Ó'Ø%Îdö>Ý Þ Ò6Ó�ÔKÍ%Ë:Õ1Öwß�à+÷,âNÊ<Ô,Ì�ã<Î�Î�ÖBÌ�Ê�ÕKä9Ö
Í�Õvã�Î@ì�Î�Ø�×�Î�Ù�Í%è:Ú¢ÜrÔKÍ%Ù&Ê�Î�Û�Í�ÕwÍ�Ê'Î Þ Ó'è�Î�ØrÎ�Ò6Ó�Ô$Í�Ë�Õ,Ö£ß�÷,â�Ý
È8Ê�Ô$Í/Ë4Ì�ëNÍ%Ê'Î�Õ1Ø�Î�Í�Ë4Ù�Ô$è�è�Ú�Ö'Õ[Ø�Î�ý�Î�Ù	Í�Ë�Õ,Ösä9Ë:è�è�Õ>Ù�Ù�Ó'Ø/ä9Ê'Î�Ö

Ô,Ö=Ô,Ù�Õ,Ó�Ì�Í�Ë4Ù$ë+ç,Õ1Ø�Í%Ë�Ù�ËoÍ�Ú-Õ,Ø*Î�Ö6Í�Ø%Õ,ìhÚ-ä�Ô+ç1ÎzÎ�Ö6Í%Î�Ø&ÌmÍ�Ê�Î`ÏNÐ!Ñ
Û'Õ,ÜrÔ$Ë�Ö-×�Ø�Õ1Ü�Í%Ê'Î Þ Ó�è:Î�ØJÛ>Õ1ÜrÔ$Ë�Önë+Ø�Î�í1Ô$Ø&Û>è�Î�Ì%Ì¥Õ$×hÍ�Ê�ÎNä8Ô+ç,Î
×�Ø%Î�Ò6Ó'Î�Ö�Ù	ÚsÔ$Ö�Û¤Ô,Ö'í,è�Î@Õ$×dì'Ø%Õ,ì�Ô,í1Ô$Í�Ë�Õ,ÖnÝ�¾lÖ�Ù�Î#Î�Ö6Í%Î�Ø%Î�Û
Í%Ê'Î{Ï`Ð#Ñ¢Û'Õ,ÜrÔ$Ë�Önë�Í�Ê'Î/Ô$Ü/ì'è�Ë:Í�Ó�Û>Î�Õ$×NÍ�Ê'Î�ä�Ô+ç1Î=Û>Î�Ù�Ô+Ú>Ì
Î�ï>ì<Õ1Ö'Î�Ö6Í�Ë4Ô$è�è�Ú,Ý
ü'Ó�Ø�Í%Ê'Î�Ø%Ü/Õ,Ø%Î,ë¤Í�Ê�ÎþÔ,Ó>ï>Ë:è�Ë�Ô,Ø�ÚÿçKÔ$Ø%Ë�Ô,ã'è:Î

q
Ë�Ì Õ1Ö'è:Ú

Ö�Î�Î�Û'Î�ÛqË:Ö�Ì�Ë4Û>ÎUÍ�Ê'ÎdÏ`Ð#ÑvÛ>Õ,ÜrÔ,Ë:Ö�Ì�ë>ã�Î�Ù�Ô,Ó�Ì�ÎlÍ%Ê'Î=Ì�ì�ÔKÍ%Ë�Ô,è
Û'Î�Ø%Ë:çKÔKÍ%Ë:ç1Î ∂q

∂x

Ë4ÌnÕ1Ö'è�ÚlØ%Î�Ò6Ó'Ë�Ø�Î�ÛUä9Ê'Î�Ö
σy 6= 0

ä9Ê'Ë4Ù&Ê=Õ,Ö�è:Ú
Ê<Ô$ì'ì�Î�Ö�ÌqË�Ö�Ì�Ë4Û>ÎwÔvÊ'Õ,Ø%Ë�õ�Õ,Ö6Í&Ô$è

y
æ�è�Ô+Ú1Î�ØrÕ1ØqÙ	Õ1Ø�Ö�Î�Ø?è4Ô+Ú,Î�Ø

Ô,Ö�Û ∂q

∂y

Ë�ÌNÕ,Ö'è�ÚpØ%Î�Ò6Ó'Ë�Ø%Î�Û�ä9Ê'Î�Ö
σx 6= 0

Ë:Ö�Ì�Ë4Û>Î\Ôdç1Î�Ø�Í�Ë4Ù�Ô$è
x
æ�è4Ô+Ú,Î�Ø\Õ1ØUÙ�Õ,Ø%Ö'Î�Ø-è4Ô+Ú,Î�Ø�Ýd»\ÌdÔqØ�Î�Ì�Ó�èoÍ�ëmä`Î/Û>ÕWÖ'Õ$ÍUÖ'Î�Î�Û
Í%ÕrÙ	Õ,Ü/ì'Ó'Í�ÎdÖ'Õ1Ø8Ì�Í�Õ1Ø�Î

q
Ë:ÖWÍ%Ê'Î Þ Ó'è�Î�Ø\Û'Õ,ÜrÔ$Ë�ÖnÝ

σ  =0 σ  =0
σ  =0
σ  =0

σ  =0σ  =0 σ  =0 σ  =0
σ  =0
σ  =0

σ  =0
σ  =0 y

σ  =0x

σ  =0 Eulery

σ  =0

σ  =0

x
y x y

x
y

y

x

x
x y

x

y

Y

Y

min

max

Xmin Xmax

x
q

q
y

q
y

q
x

, ,

, ,

üJË�í,Ó'Ø%Îsö � À è�è�Ó�Ì�Í%Ø%Ô$Í�Ë�Õ,Ö Õ$×WÔ�Ù	Õ1Ü/ì'Ó>Í%Ô$Í�Ë�Õ,Ö�Ô,èrÛ>Õ,ÜrÔ$Ë�Ö
Ù�Õ,Üpã'Ë:Ö�Ë:Ö'í[Í%Ê'Î Þ Ó�è:Î�ØqÔ$Ö<Û¢Ï`Ð#Ñ Û>Õ1ÜrÔ$Ë�Ö�Ì�Ýñ½hÕ1è:Ë4Û¤Ô$Ø�æ
Ø%ÕKä�Î�Ûñè�Ë:Ö�Î�ÌvË�Ö�Û>Ë4Ù�Ô$Í�ÎsÍ�Ê'Î�Û>Õ1ÜrÔ$Ë�Ö�Ì[ä9Ê'Î�Ø%Î

∂q/∂y
Ë4Ì

Ö�Î�Î�Û'Î�ÛñÔ$Ö<ÛñÛ'Ô,Ì�Ê'Î�ÛñÔ,Ø�Ø%ÕKä�Î�Û�è:Ë�Ö'Î�Ì�Ë�Ö�Û>Ë4Ù�ÔKÍ%ÎvÍ�Ê�Î¢Û>Õ,æ
ÜrÔ,Ë:Ö�Ì8ä9Ê�Î�Ø%Î

∂q/∂x
Ë�Ì�Ö'Î�Î�Û>Î�ÛmÝ

Þ Ò6Ó�Ô$Í�Ë�Õ,Ö ß�àK÷$â!Ù�Ô$Öñã�Î¢Ù�Õ,Öhç,Î�Ö'Ë�Î�Ö6Í�è�Ú�ä9Ø%Ë:Í�Í�Î�ÖñË:Ö Ô
Ù�Õ,Ü/ì�Ô1Ù�Í�×�Õ,Ø%ÜñÍ�Ê<ÔKÍzØ%Î�Ì�Î�Ü{ã�è:Î�ÌJÍ�Ê'Î9Õ1Ø�Ë�í,Ë�Ö�Ô$è Þ Ó�è:Î�ØzÎ�Ò6Ó�Ô$æ
Í%Ë:Õ1Ö�Ì9Ô,Ì�×�Õ1è:è�ÕKä�Ì�ë

∂u

∂t
+ A

∂uy

∂x
+ B

∂ux

∂y
+ u∗ +

σxM

1 − M2
Auy = 0

ß�à��1â
ä9Ê�Î�Ø%Î

uy = u + σyq, ux = u + σxq,

Ô,Ö�Û
u∗ = (σx + σy)u + σxσyq

È8Ê'Î[Ô$ã�Ì�Õ,Ø%ã'Ë�Ö'í�Ù�Õ6Î��^Ù	Ë�Î�Ö6Í%ÌBÔ$Ø%Î!Õ,× Í�Î�Ö|Í%Ô,å,Î�Ö|Í�Õsã�Î
ì�ÕKä�Î�Ø�×�Ó'Ö�Ù	Í�Ë�Õ,Ö�Ì�ë>×�Õ,Ø9Î�ï'Ô$Ü/ì'è�Î,ë

σx(x) = σm

∣

∣

∣

∣

x − x0

D

∣

∣

∣

∣

β ß�à��6â
Õ1Ø8Î	ï>ì<Õ1Ö'Î�Ö6Í%Ë�Ô,è¥×�Ó'Ö�Ù�Í%Ë:Õ1Ö�Ì�ë>×�Õ,Ø9Î�ï>Ô,Ü/ì'è:Î1ë

σx(x) = σm(1 − e−δ[(x−x0)/D]2)
ä9Ê�Î�Ø%Î

D
Ë�Ì�Í%Ê'Î9Í%Ê'Ë�Ù&åhÖ'Î�Ì�ÌzÕ$×¥Í�Ê'Î\ÏNÐ#Ñ!Û'Õ,ÜrÔ$Ë�ÖrÔ$Ö�Û

δ
Ë�Ì

Ô�ì�Ô,Ø%Ô,Ü/Î	Í�Î�Ø9Ù	Õ,Ö6Í%Ø�Õ1è:è�Ë:Ö�í{Í%Ê'ÎdØ%Ô$Í�Î-Õ$×xÙ&Ê�Ô$Ö�í,Î-Õ$×
σx(x)

Ý
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σx

σy

σ

σ

σ

σx

z

z

y

xy

z

FAGIHKJCL.M�NPO 
RQTS M�UWV5X G Q�Y[Z]\0^`_9aRY UWVbGIcPdAGecfX S L.M�M a GeUfM�cRg
d G Y c<h

��S M \0^`_ X M QTS cCGjiKJPM Q V[c=k
M`VblClCmeGIM a X Y X S M9noJCmeM�L
M�ipJPV[X G Y cPdqGecrX S L M�M a GIUsM�c
dtG Y cPd�Vbd�d SCY5u cvGecxw�J�y%zb{b{pzb|}h
_ M�X�X S M~meGIcCM�V[L.GI��M a noJCmeM�L�n0ipJPV[X G Y cPd�k
M u L.GIXtX M�c`Gec9X S M
UWV5X.L GI� Z�Y L.U�VKd

∂u

∂t
+ A

∂u

∂x
+ B

∂u

∂y
+ C

∂u

∂z
= 0

y%zb{K|
u�S M�L M

A � B V[c a
C

VbL M	UWV5X L.G Q M�d u G�X S�Q�Y cPdtX.VbcKX Q�Y M��sg
Q GeM�cpXTd�h

��Z X M�L�V[lPlCmI��GecCHfX S M�X.L.VbcPd Z�Y L.UsV[X G Y c

x̄ = x, ȳ =
√

1 − M2y, z̄ =
√

1 − M2z,

t̄ = t +
M

1 − M2
x

V[c a X S M \0^`_�Q�Y UslCmeM�� QTS VbcCHbM YbZW� VbL GjV[kPmIM�d�X Y X S M
X LTV[c
d Z�Y L UsM a M�ipJPV[X G Y c �

x̄ −→ x̄ +
i

ω̄

∫ x̄

x̄0

σxdx, ȳ −→ ȳ +
i

ω̄

∫ ȳ

ȳ0

σydy,

z̄ −→ z̄ +
i

ω̄

∫ z̄

z̄0

σzdz,

u M�HKM�X�X S M \0^`_ M�iKJ
V5X G Y c
dqGec�N5g � �
∂u

∂t
+ A

∂uyz

∂x
+ B

∂uxz

∂y
+ C

∂uxy

∂z
+ u∗

+
σxM

1 − M2
Auyz = 0

y%zC��|

u�S M�L.M

uyz = u + (σy + σz)q1 + σyσzq2,

uxz = u + (σx + σz)q1 + σxσzq2,

uxy = u + (σx + σy)q1 + σxσyq2,

u
∗ = (σx+σy+σz)u+(σyσz+σxσz+σxσy)q1+σxσyσzq2

V[c a X S M�V[JR�RGemIGjV[L.� � V[L.GeVbkCmeM�d
q1

V[c a
q2

VbL M Q�Y UslCJRX M a
VKd

∂q1

∂t
= u,

y�zbzb|

∂q2

∂t
= q1.

y�z[Np|
��S M�VbkPd Y L.lRX G Y c Q�Y M�� Q GIM�cKXTd

σx � σy
V[c a

σz
V[L.M Z JCc Q g

X.G Y cPd Y[Z
x � y

V[c a
z

L M�dtl]M Q X G � M�me� � VKd�GImemeJPd�X.L.V[X M a Gec�F3GeH[g
JPL MvNPh � HKV[Gec � G�X�Ged~M�Vbd �`X Y�� M�L G Z �`X S V5X�X S M�VbJR�RGImeGjV[L.�
� VbL GjV[kCmeM�d

q1
Vbc a

q2
VbL M Y cCme�	L.M�ipJCGeL.M a GecPdtG a M0X S M�V aCa M a

\q^`_(aCY UWV[GecPd0Vbc a cPM�M a c Y X�k
M���c Y5u cWGecPdtG a M	X S M�noJRg
meM�L aRY UWVbGIc<h � k � G Y J
dtme� � M�ipJPV[X G Y c�y%zC��| Q V[c�k
M Z JCLtX S M�L
d GeUflPmIGI�PM avu�S M�L.M � M�LqVbc�� YbZ X S M�V[kPd Y L.lRX.G Y c Q�Y M�� Q GeM�cpXTd
Gjd���M�L Y h � c�lPVbLtX.G Q JCmjV[L � q2

Gjd�c Y X�cPM�M a M a Gec�V�L M�HbG Y c
u�S M�L.M�V[c���X uqY�YbZ X S M�V[kPd Y L.lRX G Y c Q�Y M�� Q GeM�cpX.dqV[L.M���M�L Y h
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� m�X SCY JPH S§\0^�_ Gjd¨X S M Y L M�X G Q VbmIme��L.M�©
M Q X.G Y cCmeM�d.d � X S M
\q^`_9aRY UWV[GecfGIcsV Q X JPVbm Q�Y UslCJRXTV5X.G Y c�Gjd Y[Z �PcCGIX M�mIM�cCH[X S
Vbc a V Q M�L X.VbGIc(k Y JCc a VbL � Q�Y c a G�X.G Y c S VKd	X Y k
MvVblClCmeGIM a
X Y X M�L UsGecPV5X.M�X S M \0^�_�aRY UWVbGIc9GIX.d M�m Z y%F3GeHbJPL M~zK|}h ��S M
UWVbGIc Q�Y cPdtG a M�L.V[X G Y c S M�L.M�GjdªX Y UWVbGIcpX.VbGIcfc�JCUsM�L.G Q V[mCdtX.V[g
kPGImeG�X���V[c a X Y JPd M�k Y JPc a V[L.� Q�Y c a GIX G Y c
d�X S V5XoVbL M Q�Y cPdtGjdtg
X.M�cpX u G�X S X S M�dtX.V[kPGImeG�X��WL.M�ipJCGeL.M�UsM�cpX.d YbZ X S M�c�JCUsM�L G Q Vbm
d QTS M�UfMKh � M�©
M Q X.G Y cPd�X S V5X YRQ�Q JCL�V[X�X S M Y JRX M�L�k Y JCc a g
VbL GeM�d aRY c Y X�L M�V[memI� Q�Y c Q M�L.crJPd�k]M Q V[JPd M u�S M�cxX S M Y JRXtg
H Y GecCH u V � M�dvL.M�V QTS X S M \0^�_«Y JRX M�Lxk Y JPc a V[L.� � X S M�GIL
UWVbHbcCGIX J a M�d S V � MxV[meL M�V a ��k
M�M�c¬L M a J Q M a d GIHKcCGI� Q VbcKX.mI�
Vbc a V[L.M�JPd JPV[meme�~M��Rl Y cCM�cpX GjV[memI�sdtUWVbmIm�h3n � M�c u�S M�csX S M��
VbL M¡L.M�©
M Q X.M a � X S M�d M u V � M�d u GemembX.L.V � M�m­X S L Y JCH S X S M \0^�_
aCY UWV[GecrV[HpV[GecrV[c a k]M a V[Usl
M avZ JPLtX S M�L�k]M Z�Y L.M	X S M��WL M�g
M�cpX M�L�X S M�l S �RdtG Q Vbm aRY UWV[Gec<h


 M � M�LTV[m®X���l]M�d Y[Z k Y JCc a VbL � Q�Y c a GIX G Y cPd�VbL M�l Y d.d GIkCmeMbh
� cPM`l Y d d GekCGImeGIX��¬GjdrX Y JPd M(V=dtM�X YbZ dtGeUslCmIM(k Y JCc a VbL �
Q�Y c a G�X.G Y cPd�Vbd�d JCHbHKM�dtX M a Gec9w�J�y%zb{b{P��| � G�h MKh �

at x = X max, y = Y min and y = Y max: p = 0 ,

at inflow x = X min: p =ρ= v = 0 ,



¯	°�±
²�³�°�´�µ	¶�°�²�·	µ�¸�¯	³�¹�º�²�µ�¸	´�»�´ ²�µ ¼

½e¾W¿�ÀC½eÁTÀ
[Xmin, Xmax]× [Ymin, Ymax] ÂRÃ ¾CÄbÅ Ã�Æ Å À Ã�Ã ¾RÇÅ ½eÈ Ã Á�ÄbÉsÊCËRÅTÌ5Å ½eÄb¾
Ì[Í Â ÄbÉWÌb½I¾�Ì Æ ½I¾ Â ½eÁ�Ì5Å Ã�Â ½e¾ÏÎ3½eÐbËPÈ ÃWÑRÒ» À Ã�ÆtÃ Á�ÄK¾ Â Ê]Ä Æ.Æ ½eÓC½eÍI½IÅ�Ô�½ Æ Å Ä�Ì[ÊCÊPÍIÔ�Ä[Å.À Ã ÈA¾CÄK¾RÇ�È Ã�Õ
Ã Á}Å.½I¾PÐÓ]ÄbËC¾ Â Ì[È.Ô�Á�Äb¾ Â ½IÅ ½eÄb¾ Æ<Æ Ë
ÁTÀ�Ì Æ Å.À Ã ÁTÀ
Ì[ÈTÌbÁ}Å Ã È.½ Æ Å ½jÁ Æ ÇÖÓPÌ Æ Ã�Â¾CÄK¾RÇ�È Ã�Õ
Ã Á}Å.½I¾PÐ�Ó]ÄbËC¾ Â Ì[È.ÔrÁ�ÄK¾ Â ½IÅ ½eÄb¾ Æ�Ò » À Ã Å ÀP½IÈ Â Ê]Ä Æ.Æ ½�ÇÓC½eÍI½IÅ�Ôr½ Æ Å ÄvÌbÊCÊCÍeÔvÊ Ã È.½IÄ Â ½jÁ�Ó
ÄKËC¾ Â ÌbÈ ÔvÁ�Äb¾ Â ½�Å.½IÄK¾ Æ ¿�À Ã ¾Å�¿�Ä�ÄKÊCÊ
Ä Æ ½IÅ ÃWÆ ½ ÂCÃ�Æ Ä[×qÅ À Ã Á�ÄKÉsÊCËRÅ.Ì[Å ½eÄb¾PÌbÍ Â ÄbÉWÌ[½e¾ÏÌ[È ÃÁ�Ä5Ø Ã È Ã�Â Ó�Ô	Ù0Ú�ÛvÌ[Ó Æ ÄbÈ.ÓC½e¾CÐ�ÍeÌ­Ô Ã È Æ Ì Æ ½e¾�Ü�Ë3Ý�Þ�ßKßbàKÌKá®Ì[¾ Â¯ ÍeÊ Ã È Å Ã Å�Ì[ÍÖÝ ÑbâbâpÑ á Ò

ÎA½IÐKËCÈ Ã�ã
äfåoæ­ç®è¥æ�é[êTë�æ5ì�èîí®ï	ðñê}ï�ë ë�é[ê�ï p òRè�óôï5õ­ï}óeë ±0.1 ö
±0.05 ö ±0.01 ö ±0.005 ò5çñ÷ ±0.001 ø M = 0.8 ö D =
10∆x ø t = 600 ø

» Ä Ã�Æ Å.½IÉWÌ[Å Ã Å.À ÃrÃ�ù Á�½ Ã ¾PÁ�Ô(Äb×�Ì9úP¾C½IÅ Ã Í Ã ¾CÐ[Å.À�Ù0Ú`Û
Â ÄKÉsÌb½I¾�ûªÁ�Äb¾ Æ ½ ÂRÃ ÈfÌ�ÊCÍjÌ[¾ Ã ÌKÁ�ÄKË Æ Å.½eÁv¿�Ì­Ø Ã ½I¾PÁ�½ ÂCÃ ¾pÅ�ÄK¾
Å À Ã Ø Ã È Å ½jÁ�ÌbÍ]üpÇÖÍjÌ­Ô Ã È�Ý�¿�À Ã È Ã σy = 0

á Ò » À Ã Å ÈTÌ[¾ Æ És½�Å Å Ã�Â¿�Ì­Ø Ã ½I¾ Æ ½ ÂRÃ Å.À Ã Ù0Ú`Û Â ÄbÉWÌ[½e¾WÀPÌ Æ Ó Ã�Ã ¾s×�ÄKËC¾ Â Å Ä�Ó Ã Äb×
Å À Ã ×�ÄbÈ.É

û = Aêaexp(
iω cosφ

1 + M cosφ
x

− M + cosφ

(1 − M2)(1 + M cosφ)

∫ x

x0

σxdx +
iω sin φ

1 + M cosφ
y)

Ý Ñ5ã á¿�À Ã È Ã êa
½ Æ Å.À Ã�Ã ½IÐ Ã ¾�Ø Ã Á}Å ÄKÈ�Ä[×AÅ À Ã ÌKÁ�ÄKË Æ Å.½eÁ�¿�Ì­Ø Ã Ì[¾ Â

A
Ìb¾¨Ì[È.ÓC½IÅ ÈTÌ[È.Ô�Á�ÄK¾ Æ ÅTÌ[¾pÅ�Ý%Ü�Ë�Ý Ñ[âKâ Þ�á á Ò Ü Ã È Ã φ

½ Æ Å.À ÃÌ[¾PÐbÍ Ã Ä[×oÅ.À Ã ÊPÀPÌ Æ Ã ÊCÍjÌ[¾ ÃbÒ ¯ Æ.Æ ËCÉs½e¾CÐ�ÌrÊCÈ Ã × Ã Á�Å�È Ã�Õ
Ã Á}ÇÅ ½eÄb¾ÏÌ5Å�Å.À ÃsÃ ¾ Â Äb×0Å À Ã Ù0Ú`Û Â ÄKÉsÌb½I¾(Ä[×�Å ÀC½jÁTý�¾ Ã�Æ.Æ D
û

Å À Ã È Ã�Õ
Ã Á}Å Ã�Â ¿�Ì­Ø Ã Å ÈTÌ­Ø Ã Í Æ Å ÀPÈ ÄKËCÐbÀ�Å À Ã Ù0Ú`Û Â ÄKÉWÌ[½e¾
Ì[ÐpÌ[½e¾�Ì[¾ Â û¡¿�À Ã ¾�½IÅsÈ Ã Ç Ã ¾KÅ Ã È Æ Å À Ãrþ ËCÍ Ã È Â ÄKÉWÌ[½e¾<ûAÅ À ÃÄbÈ.½eÐb½e¾PÌ[Í]¿�Ì­Ø Ã Ì[ÉsÊCÍe½IÅ Ë ÂRÃ ½ Æ È Ã�Â ËPÁ Ã�Â Ó�ÔvÌ~×îÌbÁ}Å.ÄbÈ�Ä[×�Å À ÃÈ Ã�ÕPÃ Á}Å ½eÄb¾9Á�Ä Ã�ù Á�½ Ã ¾pÅ R

û

R = exp(− 2 cosφ

1− M2 cos2 φ

∫ x0+D

x0

σxdx).
Ý Ñbÿ á

ÎCÄKÈ
σx

½I¾~Å À Ã ×�ÄbÈ.É Ä[×AÝ�Þ�ßpá}û5Å.À Ã Å À Ã ÄbÈ Ã Å ½jÁ�ÌbÍ�È Ã�ÕPÃ Á�Å ½eÄb¾Á�Ä Ã�ù Á�½ Ã ¾pÅ�½ Æ

R = exp(− 2 cosφ

1 − M2 cos2 φ

σmD

β + 1
).

Ý Ñ àpá
ÎPÈ ÄKÉ Ý Ñ àpá}ûo¿ Ã�Æ Ã�Ã Å À
Ì5ÅfÅ À Ã È Ã�ÕPÃ Á�Å ½eÄb¾�Á�Ä Ã�ù Á�½ Ã ¾pÅsÈ Ã Ç
Â ËPÁ Ã�ÆoÃ üRÊ]Äb¾ Ã ¾pÅ ½jÌ[ÍeÍIÔf¿�½�Å.À

D
Ìb¾ Â σm Ò ÎCËCÈ Å À Ã È.ÉfÄKÈ Ã û R½ Æ ½e¾ ÂRÃ Ê Ã ¾ ÂRÃ ¾pÅoÄ[×]Å À Ã ×�È Ã � Ë Ã ¾PÁ�Ôbû[ÄKÈ3Å.À Ã ¿�Ì­Ø Ã Í Ã ¾PÐ[Å À�û5Ä[×

Å.À Ã ÄbËRÅ Ç�ÐKÄb½e¾CÐf¿�Ì­Ø ÃbÒ» À Ã È Ã�ÕPÃ Á�Å ½eÄb¾rÁ�Ä Ã�ù Á�½ Ã ¾pÅ R
Á�Ì[¾�Ó Ã ×�ËCÈ Å À Ã È�È Ã�Â ËPÁ Ã�Â½I×W¿ Ã Á�ÄbÉ�ÓC½e¾ Ã Å À Ã Ù0Ú`Û�¿�½IÅ À Ì ÐbÈ.½ Â Æ Å È Ã ÅTÁTÀC½I¾PÐ Ä[×

Å.À Ã ×�ÄbÈ.É Ýîàpá}û ÃbÒ Ð Ò û�Ù Ã Å È.ÄbÊ]ÄbËPÍIÄ Æ Ý Ñ[âbâKâ árÌ[¾ Â�� ÀPÌbÄ Ã ÅÌbÍ�ÝtÞ�ßKßbàKá Ò » À Ã ¾<û�Å.À Ã È Ã�ÕPÃ Á�Å ½eÄb¾9Á�Ä Ã�ù Á�½ Ã ¾KÅ�¿�½eÍeÍñÓ Ã

R = exp(− 2 cosφ

1 − M2 cos2 φ

∫ x0+D

x0

α(x)σxdx)

¿�À Ã È Ã α(x) ≥ 1
½ Æ Å À Ã�Æ Å È Ã ÅTÁTÀC½I¾PÐ�×îÌKÁ}Å.ÄbÈ Ò¯ ¾�ËCÉ Ã È.½eÁ�Ì[Í Ã üCÌ[ÉsÊCÍ Ã Ðb½eØ Ã ¾�½I¾ Ü�Ë3Ý Ñ[âKâ Þ­á¦½ Æ È Ã ÇÊPÍIÄbÅtÅ Ã�Â ½e¾�ÎA½eÐbËCÈ Ã~ã ûñ¿�À Ã È Ã Å À Ãfþ ËCÍ Ã È Ã � Ë
Ì5Å ½eÄb¾ Æ ¿ Ã È Ã

Æ ÄbÍeØ Ã�Â ¿�½�Å.À�Å.À Ã ×�ÄKÍIÍeÄ5¿�½I¾PÐ Æ ÄbËCÈTÁ Ã Å Ã È.É Ì ÂCÂRÃ�Â Å Ä(Å À Ã
Ã � ËPÌ5Å.½IÄK¾v×�ÄbÈ�Å.À Ã ÊCÈ Ã�Æ.Æ ËPÈ ÃKä

P (x, y, t) = sin(Ωt)e−(ln 2)
(x+20)2+y

2

9 .
» À Ã ×�È Ã � Ë Ã ¾PÁ�Ô�Ä[×�Å À Ã`Æ ÄbËCÈTÁ Ã ½ Æ Ω = 0.03π

Ìb¾ Â Å À ÃÉ Ã Ì[¾ Õ Ä5¿ Ú`ÌbÁTÀ¬¾�ËCÉ~Ó Ã È�½ Æ M = 0.8 Ò ¸ Ë Ã Å Ä�Å À ÃÉ Ã Ì[¾ Õ Ä5¿�ûKÅ À Ã ÌKÁ�ÄKË Æ Å.½eÁ�¿�Ì­Ø Ã À
Ì Æ Ì�ÍjÌ[È.Ð Ã È¡¿�Ì­Ø Ã Í Ã ¾CÐbÅ ÀÌ[ÅWÅ À Ã(Â Ä5¿�¾ Æ Å È Ã Ì[É*Ó
ÄKËC¾ Â ÌbÈ Ô�Å ÀPÌb¾1Å ÀPÌ[Å�Ì5ÅWÅ.À Ã ËCÊRÇ
Æ Å È Ã ÌbÉ Ó
ÄKËC¾ Â ÌbÈ Ô Ò » À ÃÏþ ËCÍ Ã È Ã � ËPÌ[Å ½eÄb¾ Æ ÌbÈ Ã�Æ ÄKÍIØ Ã�Â½e¾9Å À Ã�Æ � Ë
Ì[È Ã�Â ÄbÉWÌ[½e¾

[−100, 100]× [−100, 100] Ò » À ÃÙqÚ`Û Â ÄbÉWÌb½I¾ Æ ×�ÄKÈsÅ ÀC½ Æ Á�Ì[ÍjÁ�ËCÍjÌ5Å.½IÄK¾=ÀPÌ­Ø Ã Ì�Å.ÀC½jÁTýp¾ Ã�Æ.Æ
D = 10∆x Ò ÙoÈ Ã�Æ.Æ ËCÈ Ã Á�Äb¾pÅ ÄKËCÈ Æ Äb×3Å.À Ã ¾�ËCÉ Ã È.½jÁ�Ì[Í Æ ÄbÍeËRÇÅ.½IÄK¾vÌ5Å

t = 600
Ì[È Ã ÊCÍeÄ[Å Å Ã�Â ½e¾rÎA½eÐbËCÈ Ã�ãPÒ » ÀC½ Æ0Ã üRÌbÉsÊCÍ Ã

Æ ÀCÄ5¿ Æ Å À
Ì5ÅWÙ0Ú`Û Ã � Ë
Ì5Å ½eÄb¾ Æ Á�Ì[¾¬Ó Ã�Ã��®Ã Á}Å.½IØ Ã ×�ÄbÈvÌ[ÓCÇ
Æ ÄbÈ.ÓC½e¾CÐfÍIÄK¾CÐWÌ Æ ¿ Ã ÍIÍ3Ì Æ�Æ ÀCÄbÈ Å�¿�Ì­Ø Ã�Æ�Ò
� �	��

��������������������� ���!�
» À Ã Ù0Ú`ÛvÌbÓ Æ ÄKÈ ÊCÅ ½eÄb¾�Ó
ÄKËC¾ Â ÌbÈ Ô	Á�Äb¾ Â ½�Å.½IÄK¾ Â ½ Æ Á�Ë Æ Æ Ã�Â ½e¾
Å.À Ã ÊPÈ Ã Øp½eÄbË ÆoÆtÃ Á}Å.½IÄK¾vÁ�Ì[¾WÓ Ã È Ã Ì Â ½eÍIÔ�Ë Æ Ã�Â Å.Ä�Å Ã È És½e¾PÌ5Å ÃÌb¾�ÄbÊ Ã ¾~Ó
ÄKËC¾ Â ÌbÈ Ô�½e¾ Æ ½ ÂRÃ Ì Â Ë
Á}Å Ò ´ ¾�×îÌKÁ}Å�û5½I¾fÌ�Á�ÄK¾RúP¾ Ã�Â
Ã ¾�Øp½eÈ.Äb¾CÉ Ã ¾pÅ�û5Å À Ã Ù0Ú`Û Ã � ËPÌ5Å.½IÄK¾s½ ÆqÆ ½eÉsÊCÍ Ã È0Ó Ã Á�Ì[Ë Æ Ã ½IÅ
½ Æ ÄK¾CÍIÔ=¾ Ã Á Ã�Æ.Æ ÌbÈ Ô�Å Ä�ÌbÊCÊCÍeÔ�Å À Ã Ì[Ó Æ ÄbÈ.ÓC½e¾CÐÏÓ
ÄKËC¾ Â ÌbÈ ÔÁ�Äb¾ Â ½�Å.½IÄK¾�½e¾9Äb¾ Ã�Â ½eÈ Ã Á}Å.½IÄK¾ Ò
"$#&% ')(+*-,/.1032546.87:9<;>=?2598@$7BAC7&259�DE2
4F@8G$=HA

,I=?25G803AC7:=J0
º ÄK¾ Æ ½ ÂRÃ ÈfÌ Â Ë
Á}ÅW¿�½�Å.À=È.½eÐb½ Â ¿�Ì[ÍeÍ Æ Ì[¾ Â Ì(È Ã Á}ÅTÌ[¾CÐKËCÍeÌbÈÁ�È Ä Æ Æ	ÆtÃ Á}Å.½IÄK¾<û Æ ÀCÄ5¿�¾�½I¾�Î3½eÐbËPÈ Ãsÿ ÝôÅ.ÄbÊ
á Ò ± ËCÊCÊ]Ä Æ Ã Å ÀPÌ[Å
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_:`ba�cb`edCf:gihkjml<nCo3p�jmgiqrgsf�_:outPav_wayxwpzg{qbjm_:a|nrj}_
x = AjmqPn

x = B
giqF_w`6a�g{qC~Po}�VjmqbnFo��C_:~bo}��tPo3�6qbn6j�x:giakf8xwa��

f:cPa|h�_:gi��akl{d3� ] o)jmtbf:o�xwt�_w`6a�o3�C_&����o3g{qb�F�Nj���akf!j}_�_:`6a|f&a
jmx:_:g{�Phygij�l�tHo��6qPn6jmxwg{a|fy�5��avj�n6nr��akx&_wgihkjml

x
��lij�d3ayxEfy� ] `6a

�5��� ak�e�bj}_wg{o3qbfN_wo�tPa��bf&a|nvg{qv_w`6a!j3n6nCa|n�n6o�p�jmgiqbf<giqC�
��o3l{�3a8o3q6lid

σx
�

∂u

∂t
+ A

∂u

∂x
+ B

∂ux

∂y
+C

∂ux

∂z
+u∗ +

σxM

1 − M2
Au = 0���3�m�

��`6akx:a

ux = u + σxq1
jmqbn

u∗ = σxu

jmqPn
q1
gsfS_:`6a�fwjmpza�j�f�_:`bjm_�g{q�ak�e�bjm_:gio�q �����3� � ] `6gsfy�Co��

h�o3�6xEf&a3�}gifH�B�bf&_
j�f&cHakhygij�l�hkj�f:aNom� ���C�|� ��g{_:`
σy = σz = 0.

M

x=Bx=A

x

z

y

PM
L

PM
L

PM
L

M

x=A x=B

PM
L

� g{�3�6xwav�6  M hE`6akpzjm_:gsh¡o��1jFx:a|h�_wj�q6���blij�x�nC�Ph�_zg{q¢_:`6xwaya
nCgipzayqbf:g{o3qbfk� ] o3c£ Ix:a|h�_Ejmq6�3�6lij�x�nC�bh�_|¤6tHom_&_wo�pv 5hyg{xEh��6lsjmx
nC�bh�_k�
¥ a�f:`6o}�¦_w`6a§q��6pzayxwgihkjml�f&o3l{�6_:gio�q¨om��j�q\j�h�o3�bf&_:gsh
c6�6lsf:a�giqbf&gsnCa�j�_B��o���n6g{pzayqPf&gio�qbj�l£nC�bh�_k� ] `ba�pzakj�qv~bo}�
`bj3f1j � j3hE`Fq��6p!tPakx

M = 0.5
� ] `6azayqe_:gix:azh�o3pzc6�C_wjm�

_:gio�qPjmlNnCo�p�jmgiq©gsf
[−110, 110] × [−50, 50]

��`6ayxwa�f:o�ligin
�Njmlilif�jmxwa�lio�hkj}_wakn�jm_

y = ±50
� K �6qbgª�«o3x:p¬�3x:gsn§om�

∆x = ∆y = 1
`bj3f<tHayayq­�Pf&a|nJ� ] `6a �5�F� nCo�p�j�g{q­`bj3f

j¡_:`6gshE®�q6akfwf1om�
10∆x
� ] `bazj3h�o3�bfB_wgih�c6�6lsf&azgsf1g{q6g{_:gsj}_wakn

j}_
t = 0
t�d�_w`6a�g{qbgª_wgij�l£h�o�qPnCgª_wg{o3q£ 

ρ = u = v = 0, p = e−(ln 2)
(x+50)2+y

2

62 .

� gi���bx:a|f<¯ � j � � � h � f:`6o}�°_:`6a!c6x:a|f:f:�6xwa±h�o3q3_wo��6xEf�giqbf:ginCa
_:`ba²nC�bh�_�jm_

t = 60, 110
j�qbn

150
� K f¡_:`6a)j�hyo��bf&_:gsh

c6�6lsf:a±gif1h�o3q���akh�_:a|n�n6o}��qbfB_wx:a|jmpv�bg{_8gsf<xwa�~Pakh�_waknvt�d�_:`6a
nC�bh�_��Sj�l{lsfy�©³$o}��ak��akxk�/q6o)��gif:g{tbl{avxwa�~ba|h�_:gio�q©�«x:o3p´_:`6a

� gi���6xwa�¯6  � x:o3cbjm�ej}_wg{o3q±om�Jjmqzj�hyo��bf&_:gshSc6�6lsf&a�giqbf:ginCa<j � �
X nC�bh�_Z��gª_w`±f&o3l{gsn1�Sj�l{lsfk�

M = 0.5
�
D = 10∆x

� � j � � � h �  
q��6pzakx:gshyj�l£f&o3l{�C_wg{o3q£¤ � n � � � � �  �xwa��«akx:akqbh�a�f:o�li�C_:gio�q���gª_w`­j
lsjmxw��akx�nCo3pzj�g{qZ��µIayx:_:gshyj�l�lig{qbakf�j}_

x = ±100
giqbnCgshyjm_:a

_w`6a�fB_Ejmx:_�om� �5��� nCo3pzj�g{qPfy�
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ë<ìîí ï�ðeñóò
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» Ç�Ó�ËmÇ�èvÊCÉbÐ�Ï1Ë�ÐyÄ�ÉbÎ&Ï:ÍsÐyÎ<Å6Ì:Ä3È6ØiÆyÓ�ÎyÔHËmÇ­ÍiÇbÐ�Ä3ÓzÍ{Ç6Û¡ÙSË�æ3Æ
ÍsÎ$ÏwÄ¡ÈHÆ�Î:ÅHÆkÐ�Í{ébÆ|ÊFË}Ï1Ï:ÚbÆ!ÍiÇCçbÄ}ÙVÈHÄ�ÉbÇbÊ6ËmÌwè�Ñ Â Ú6Æ�â5ã�ä
Ï:Æ|ÐEÚ6Ç6Í��eÉ6Æ$ÐyË�ÇzÈPÆ8ÉbÎ&Æ|Ê!Ï:Ä±ÍiÓzÅPÄeÎ&Æ�ÏwÚ6Æ<ÍiÇbÐ�Ä3ÓzÍ{Ç6Û�ÙNË�æ�Æ|ÎyÑ» ÇbÎ:ÍiÊ6Æ/Ï:Ú6Æ
â�ã�ä�ÊCÄ3ÓzË�Í{Ç1Õ«Ä3ÌJÏ:Ú6Æ5Í{ÇCçPÄ}Ù²ÈHÄ�É6ÇPÊ6ËmÌwè�ÔkÏ:Ú6ÆkÌ:Æ
ËmÌwÆSÈPÄ�Ï:Ú�Ï:Ú6Æ�ÍiÇbÐyÄ�ÓzÍ{ÇbÛ�Ë�ÇbÊ!Ä�ÉCÏ:Ö�Û3Ä�ÍiÇ6Û8ÙNË�æ�Æ|ÎyÑ Â Ú6ÆNØ{ÆyÕ×Ï&Ö
Ï:ÌEË�æ�ÆkØ{ÍiÇ6Û!Ä�ÉCÏ:Ö�Û3Ä�ÍiÇ6Û�ÙNË�æ�Æ|Î
ÍiÇ¡ÏwÚ6Æ�Í{ÇCçPÄ}Ù�Ì:ÆkÛ�ÍiÄ�Ç¡ÐkËmÇ�ÈPÆ
Ë�ÌwÆkÎ:É6ØªÏ
Ä�ÕJÌ:ÆyçbÆkÐ�Ï:ÍiÄ�ÇbÎIÄCÐkÐ�É6ÌwÌ:Æ|Ê�ÍiÇbÎ:ÍiÊ6Æ�Ï:Ú6Æ8ÊCÉbÐ�Ï1Ý«Æ�Ñ ÛbÑiÔ3Ë
Ç6Ä3ÇeÉbÇ6ÍªÕ«Ä3Ì:Ó ÊCÉPÐ�ÏEß8Ä3Ì1ËmÏ8ÏwÚ6Æ!Ä3ÉCÏ&Ö�çbÄ}Ù�ÈHÄ�É6ÇPÊ6ËmÌwè�Ñ » Ï�ÍiÎ
Ï:ÚbÆ$Ä�É6Ï&Ö�Û�Ä�ÍiÇ6Û�ÙNË�æ�Æ|Î�Ï:ÚbËmÏSËmÌwÆ�ÏwÄ±ÈPÆ1ËmÈbÎ:Ä�ÌwÈHÆkÊJÑ Â Ú6Æ$ÍiÇCÖ
Ð�Ä3ÓzÍ{Ç6Û!ÙSË�æ3Æ�Ô3Ä�Ç�ÏwÚ6Æ$Ä�Ï:Ú6ÆkÌ�ÚbË�ÇbÊJÔCÎ:Ú6Ä�É6ØsÊ�Ç6Ä�Ï�ÈHÆ8ÓzÄCÊ�Ö
Í{ébÆkÊ©ËmÏ�Ë�Ø{Ø�Ñ Â Ú6ÍsÎ!ÐkËmÇ©ÈHÆ�Ë3ÐEÚ6ÍiÆyæ�Æ|Ê�Ë�Î±Õ«Ä�ØiØ{Ä}Ù<ÎkÑ ¸ ÍiÇbÐ�Æ
Ï:ÚbÆ�ÍiÇbÐ�Ä3Ó�ÍiÇ6Û�ÙSË�æ3Æ�ÍiÎ���Ç6Ä}Ù�Ç£ÔHÙ�Æ�ÐyÄ�ÓzÅ6ÉCÏwÆ±ÏwÚ6Æ�Å6Ú�èCÎ:ÍªÖ
ÐyË�Ø�æ}Ë�Ì:ÍsËmÈ6ØiÆkÎ8ÍiÇ�Ï:ÚbÆ!ÍiÇCçbÄ}Ù�â5ãFä Ê6Ä�Ó�ËmÍiÇFË�Î1Ë�Î&É6Ó Ä�Õ
ÏBÙSÄ�ÅPËmÌ:ÏwÎ	�

u = uinc + u′ Ý�

�3ß
Ù�Ú6ÆkÌ:Æ

uinc
ÊCÆkÇ6ÄmÏwÆkÎ$Ï:Ú6ÆzÎ&ÅHÆkÐyÍªéPÆkÊ­ÍiÇbÐ�Ä3ÓzÍ{Ç6Û�ÙSË�æ3Æ�ËmÇPÊ

u′ ÍiÎ8Ï:ÚbÆ�ÅPËmÌ:Ï1ÌwÆyÅ6ÌwÆkÎ:ÆyÇeÏwÍ{Ç6Û¡Ï:Ú6ÆzÄ3ÉCÏ&Ö�Û�Ä3Í{Ç6Û�ÙSË�æ3Æ�Ñ Â Ú6Æ
â5ã�ä¢Æ	�eÉbËmÏ:ÍiÄ�ÇrÝ�
���ß<ÍsÎ<ÏwÚ6ÆyÇuËmÅbÅ6Ø{ÍiÆkÊ­Ï:ÄvË�ÊCæ}ËmÇPÐ�Æ

u′ Í{Ç
Ï:ÍiÓzÆ�Ñ

Ò�Í{Û3É6ÌwÆ�����â
ÌwÄ�ÅPËmÛ3ËmÏ:ÍiÄ�Ç°ÄmÕ�Ë§ÊCÉbÐ�Ï²Ó�ÄCÊCÆ�Ù�Í{Ï:Ú�ÌwÍiÛ�ÍsÊ
ÙNËmØiØiÎkÑ
» Ç>Ò�Í{Û3É6Ì:Æ���Ô�ÙSÆ²Î:Ú6Ä}Ù Ï:Ú6Æ²Å6ÌwÄ�ÅbË�Û3Ë}ÏwÍ{Ä3Ç ÄmÕ�Ë�ÏBÙSÄmÖ
ÊCÍiÓzÆyÇbÎ:Í{Ä3ÇbËmØIÎ:è�Ó�ÓzÆyÏ:ÌwÍiÐ�ÊCÉbÐ�Ï�ÓzÄCÊCÆ�Õ«Ä�ÌwÓzÆkÊFÈeè�Ë�Ç²ÍiÇCÖ
Ð�Ä3ÓzÍ{Ç6ÛzÙNË�æ�Æ�Î&ÅHÆkÐyÍªéPÆkÊvË�Î

uinc = Im
{

f̃(y)ei(kxx−ωt)
}

,

Ù�Ú6ÆkÌ:Æ
f̃(y) =









cos(kyy)
kx

ω−Mkx

cos(kyy)
iky

ω−Mkx

sin(kyy)

cos(kyy)









.

ÒbÄ�ÌZÏ:Ú6Æ�
�Ö ¿ ÊCÉPÐ�Ï/Ù�ÍªÏwÚ±Ì:ÍiÛ�ÍsÊ�ÙNËmØiØiÎkÔ ky = mπ/50 Ý«Ù�Ú6ÆkÌ:Æ
m ÍsÎ<Ë�Ç�ÍiÇeÏ:ÆyÛ3ÆyÌ�ßSËmÇbÊ ω = Mkx +

√

k2
x + k2

y
Ñ

Ò6Ä3Ì�Ï:Ú6ÆuÌwÆkÎ:É6ØªÏEÎ­Î&ÚbÄ}Ù�Ç>ÍiÇ Ò�ÍiÛ�É6ÌwÆ��CÔ ky = 0.04π Ô
kx = 5ky/6 ËmÇbÊ M = 0.5 Ñ Â Ú6Æ)Ð�Ä3Ó�ÅbÉCÏwËmÏ:ÍiÄ�Ç§ÙNË�ÎÍiÇ6Í{Ï:ÍsË}ÏwÆkÊ©Ù�Í{Ï:Ú¢Ï:ÚbÆ�ÊCÉPÐ�Ï�ÓzÄ�Ê6Æ�ÄCÐyÐyÉ6Å�è�Í{Ç6Û²ÚbËmØ{Õ8Ä�Õ<Ï:ÚbÆ
ÐyÄ�ÓzÅ6ÉCÏEË}ÏwÍ{Ä3ÇbËmØeÊCÄ�Ó�ËmÍiÇ£Ñ ¸ ÅPÆ|Ð�Í{éPÐyË�Ø{Øiè�Ô}ËmÏ t = 0 Ô�ÙSÆ
ÚbË�æ3Æ

u(x, y, 0) = Im
{

f̃(y)eikxx
}

h(x),

Ù�Ú6ÆyÌwÆ h(x) =
1

2
[1 − tanh(

x

5
)].

Â ÚbÆ h(x) Õ«ÉbÇbÐ�ÏwÍ{Ä3Ç�ÙNË�Î�ÉbÎ:ÆkÊ¡Î:Ä!Ï:ÚbËmÏSÏwÚ6Æ�Í{ÇbÍªÏwÍiË�Ø£Ð�Ä�ÇPÊCÍªÖÏwÍ{Ä3ÇbÎ�ÙSÄ�É6ØsÊ�Ç6ÄmÏ8ÚbË�æ�Æ�ËmÇ�Ë�È6ÌwÉ6ÅCÏ�Õ«ÌwÄ�ÇeÏkÑ ¶ Ø{Ï:ÆkÌ:ÇbËmÏ:Íiæ�ÆkØ{è3Ô
ÏwÚ6Æ1Õ«Ì:Ä3ÇeÏNÐkËmÇ�ÈPÆ�Å6ØsË�ÐyÆkÊ�Í{ÇbÎ:ÍsÊCÆ1Ï:Ú6Æ�Æ�áCÍ{Ï�â5ã�äuÊCÄ�Ó�Ë�Í{Ç£Ñ
â5Ì:Æ|Î:Î:É6ÌwÆ�Ð�Ä3Ç3ÏwÄ�É6ÌEÎ$ËmÏ t = 600 ËmÌwÆ!Î:Ú6Ä}Ù�Ç­Í{Ç)Ò�Í{Û3É6Ì:Æ���Ñ� ÉbÊCÛ3Í{ÇbÛ!È�è�ÏwÚ6Æ�ÌwÆyÛ�ÉbØiË�Ì:Í{ÏBè�ÄmÕ�Ï:Ú6Æ�ÐyÄ�ÇeÏ:Ä3É6ÌEÎyÔeÏ:ÚbÆ�Ì:ÆyçbÆkÐ�Ö
ÏwÍ{Ä3ÇbÎSÕ«ÌwÄ�Ó-ÏwÚ6Æ�ÏBÙSÄ�Ä3ÅPÆkÇvÈPÄ3É6ÇbÊ6Ë�Ì:ÍiÆkÎ�Ë�Ì:Æ�ÍiÇbÊCÆyÆ|Ê��3ÉbÍªÏwÆ
Î:Ó�ËmØiØîÑ
ë$ì�� ���$þ��rò
ô�þ����:ú&û��! bú:þ?ø"�!þ# 6ò5ð�ð©ðeñZþ��6úBò�û
ÒbÄ�Ì$Ë¡ÊCÉbÐ�Ï1ÄmÕ
Ð�è�ØiÍ{ÇPÊCÌ:ÍsÐyË�ØZÐ�ÌwÄ3ÎwÎ<Î:ÆkÐ�Ï:ÍiÄ�Ç£ÔHÒ�ÍiÛ�ÉbÌ:Æ%$bÝ«ÈHÄmÏ&Ö
ÏwÄ�Ó�ß�ÔmÏ:Ú6Æ�ØiÍ{ÇbÆkËmÌwÍ'&yÆkÊ)(
É6ØiÆyÌIÆ*�eÉbË}ÏwÍ{Ä3ÇbÎ/Í{ÇzÐ�è�ØiÍ{ÇPÊCÌ:ÍsÐyË�Ø6Ð�Ä�Ö
Ä3ÌwÊ6Í{ÇbËmÏ:Æ|ÎSÐkËmÇ�ÈPÆ�Ù�ÌwÍ{Ï&Ï:ÆkÇ­Ë�Î

∂u

∂t
+ A

∂u

∂x
+ B

∂u

∂r
+

1

r
C

∂u

∂θ
+

1

r
Du = 0

Ù�ÚbÆyÌwÆ
A
Ô
B
Ô
C
Ë�ÇbÊ

D
Ë�Ì:ÆvÓ�Ë}ÏwÌ:ÍsÐ�Æ|ÎzÙ�ÍªÏwÚ�Ð�Ä�ÇPÎBÏEËmÇeÏ

ÐyÄ�Æ,+�Ð�ÍiÆyÇeÏwÎkÑ Â Ú6Æ<â5ã�äFËmÈbÎ:Ä�ÌwÈ6ÍiÇ6Û�ÈPÄ3É6ÇbÊ6Ë�Ì:è�Ð�Ä�ÇPÊCÍªÏwÍ{Ä3Ç
ÐkËmÇ­ÈHÆ!ÊCÆkÌ:Íiæ�Æ|Êvæ�ÆkÌ:è�Î&ÍiÓzÍ{ØsËmÌwØ{è�Ï:Ä�Ï:Ú6ÄeÎ&Æ±ÍiÇ­ÏwÚ6Æ�ÌwÆkÐ�ÏwËmÇ6Ö
Û3É6ØsËmÌ�ÐyÄeÄ3ÌwÊ6Í{ÇbËmÏ:Æ|ÎyÔ�Î&ÍiÇbÐ�Æ¡Ä�Ç6ØièFÏwÚ6Æ σx

ÏwÆyÌwÓ ÍsÎ±Ç6ÆkÆkÊCÆ|Ê
ÍiÇbÎ:ÍiÊ6Æ8ÏwÚ6Æ±ÊCÉbÐ�ÏkÑ.-)Æ�Û�ÆyÏ

∂u

∂t
+ A

∂u

∂x
+ B

∂ux

∂r
+

1

r
C

∂ux

∂θ
+

1

r
Dux + u∗

+
σxM

1− M2
Au = 0

Ù�ÚbÆyÌwÆ

ux = u + σxq1
ËmÇbÊ

u∗ = σxu.

¿ É6ÆFÏ:Ä©ÏwÚ6ÆFØiÍiÓ�Í{ÏwËmÏ:ÍiÄ�Ç�Ä�Õ�Î&ÅPË�Ð�Æ3Ô<Ç�É6ÓzÆyÌwÍiÐkËmØ8Æ�á6ËmÓzÅ6ØiÆ
Ù�ÍiØiØJÇ6ÄmÏ<ÈHÆ�Û�Íiæ�ÆkÇ�Ú6ÆkÌ:Æ3Ñ

/ 021,35476839351,:<;>=%;@?A396�BCBD=FE5G

-)ÆSÚbË�æ�ÆSÌ:Ækæ�Í{ÆkÙ�Æ|Ê�ÈbË�Î:ÍsÐ5ÍsÊCÆkË3Î�Õ«Ä�Ì�Ï:Ú6Æ�&kÄ�ÇbË�Ø�ÏwÆkÐEÚ6Ç6Í��eÉ6ÆkÎ
Ë�ÇbÊvÏwÚ6Æzâ5ã�ä¢Ó�ÆyÏ:Ú6ÄCÊFÕ«Ä�Ì8Ï:Ú6ÆzØiÍ{ÇbÆkËmÌwÍ'&yÆkÊH(
É6ØiÆyÌ�Æ	�eÉbËmÖ
ÏwÍ{Ä3ÇbÎkÑ ¹ Ç©Ï:ÚbÆvÎ:É6Ì:ÕÞË�ÐyÆ�ÔIÏwÚ6Æ�â�ã�ä°Ï:ÆkÐEÚbÇ6Í'�eÉ6ÆvËmÅbÅPÆ|ËmÌEÎ
ÏwÄvÈPÆ�Î:Í{ÓzÍiØiË�Ì�Ï:Ä�Ï:Ú6Æ�Ë�Ì&ÏwÍªéHÐ�ÍsËmØIÊ6ËmÓzÅ6ÍiÇ6Û�Ï:Æ|ÐEÚ6Ç6Í��eÉ6ÆzÌ:ÆyÖ
æ�ÍiÆyÙSÆkÊ�ÍiÇ�Î:ÆkÐ�Ï:ÍiÄ�Ç@
6ÑJI3Ñ Â ÚbÆyÌwÆ8ËmÌwÆ�Ô�Ú6Ä}ÙSÆyæ3ÆyÌ|ÔmÍiÓ�ÅHÄ�Ì:ÏwË�ÇeÏ



K�L�MONQP!LSR�T�UVL!NQW�T�X!K�P9Y[Z�NQT�X�R�\�R]NQT ^*_

`
aObcaed�agf�hji]k'l�k'`nm7bgk�oph]k'arqshjkJd�arout \ dwvei]dxl�k�bgyz`|{eyu}ri]k�o�hjk'q
`
ij~n}r��y	a�h	��m'y,h*� o<qudn��vr`ni]y�h]{ry�h��7d���y,hj{edgbeoF��{ey	awh]{ey
`
�Oopd�i]vghjkJd�a@qud�yu��q,k'yua�h�}ropy*b8k'o�`�qudnarophj`na�h σx = σ0

t
\ {ey%`nqudn}roph]k�qF��`�lny<o]dnm'}gh]k'dna�dn�"h]{ey)mJk'aey	`ni]k'�uy*b8��}em'yui

y	��}r`
h]k'dna����n��qu`
a8��yF��i]kJhphjyua�`no
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