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i¡�¢3¡E¬H���
�<�<¡��m¤3�a£�¡��8¡�¢3¬8�E�"¡��<�(���8�<�Æ¤3£�¦�¬8� ���<�
ÿ�¬1¤3¡���¬1¤M¬Z¢�¬8�À�<þ"£e�8¨ 0.51 ¨�¢3�8�
¤��"¡EÿB¡��Æ¤3¡�¢G��¨w¬ZÿB�<¢3ÿ�� ¡M�8¨)¢�¬8�À�<þ"£ 0.5 	y-/�
¡[£3ÿ'�
¡��®¡�£ëþË£�¡¿��
i¡�¢3¡M¬L¨���þ
¢�¤���!��8¢��À¡�¢Gÿ�¡��Æ¤�¢�¬��5£3ÿ'�
¡��®¡M«8�<�8¡����
¥

∂2GB

∂x2
1

(x1, x2) = [−GB (x1 + 2∆x, x2) + 16GB (x1 + ∆x, x2) − 30GB (x1, x2)

+16GB (x1 − ∆x, x2) − GB (x1 − 2∆x, x2)]/12∆x2 `�f¿­ d
¬��Ë�a¬.¨���þ
¢�¤���!��8¢��À¡�¢Y¨��8¢�
i¬8¢3�a£�ÿ'�"¡��®¡M«8�<�8¡��@�
¥

∂2GB

∂x2
1

(x1, x2) = [11GB (x1, x2) − 20GB (x1 + ∆x, x2) + 6GB (x1 + 2∆x, x2)

+4GB (x1 + 3∆x, x2) − GB (x1 + 4∆x, x2)]/12∆x2 `�f�¯Wd
���a¤��
¡[ÿB¡��Æ¤�¢�¬��I£�ÿ'�"¡��®¡8¦
¤��
¡6�"�
� ¤�¡[�À����¡�¢�¡��"ÿB¡[¬H�2�
¢��$�À�<�Z¬1¤��<�8� 
i¬�£iÿ��8���
þÀ¤3¡��aþ"£�� �
« ∆x = 0.0005 	D���a¤��
¡Ð¨��8¢�
ë¬�¢��
£3ÿ'�
¡��®¡8¦(¤Y
i�Ð�(¬8� þ"¡�£)¨��8¢ ∆x 
Y¡�¢�¡iþ"£�¡��EJC`+¬ d ∆x = 0.05 ¬��"� `]�3d ∆x = 0.005 	
<ë¬8£��<£)¨�þ
�"ÿB¤��<�8�"£��8¨Ë�8¢��À¡�¢3£ P = 2 ¬��Ë�

x _'a ~��
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� "�2)7��6����� .�'��!, ;3� � / " ���!7��!0���#%�9"+0�' �:.� ;)��# "$#%��.�06#%�1 �� ��� &��4�&� �!'  .+�("  �"��4�& ��4 ���$7 "$#�� ��� �!����.+� .� 
0.005

"�, #%���
.+�%'�� � .  #%���<2�"�, �&, ;3.�7�5�0�.� <��"+7

P
�10��:��� "�, � ,:� � ���  ��� &����!0���5 �&,

40π
"+0�' #%���6 �� "+0��).$/�� "���� 0��4 2)�!� ��,

M = 0
�

� �!, �47 #�,  .+�
20 	 �!7&' ;3.��&0�#�, "$#(��"�')�&��,

0.51
 .+��
 "
��� ��� �!0�� ,� �40��%#�� .�0 "+0�'�
�2�� � #�, , � ��.�0�' '�� ����� "$#�� �+� /(� #%�9� �!, ;3� �%# #�.

x1

"���� , ��.$/(0 �

`Ö¬Wd�ûÐ¢3¡�¡��5ý £��"þ
�"ÿB¤��<�8�
��¢��À¡�¢ §�þ
� ��¡�¢e�8¨ §e�À�À¡¿£/�Ë¡�¢ 5Y�8���
þÀ¤�¬1¤��<�8� -ë�<�.¡
b §��
�
¡�£�¦ Ñ ��¬(�8¡�� ¡��
«�¤��5¦ NPW `+£�¡¿ÿB���"�
£�d
1 3800 60.4789 535.1094

2 855 13.6077 29.5313

3 432 6.8755 12.5156

5 360 5.7296 11.8281

7 312 4.9656 14.6406

9 300 4.7746 15.9375

11 276 4.3927 17.7813

`]�3d�²
¡¿ÿB�8�Ë�_�
¡�¢3� �1¬1¤3� ��¡M��¨wûÐ¢3¡�¡��5ý £��
þ
�"ÿB¤��<�8� 
G� ¤��m¢�¡¿£���¡�ÿB¤ë¤�� x1

��¢��À¡�¢ §�þ
� ��¡�¢e�8¨ §e�À�À¡¿£/�Ë¡�¢ 5Y�8���
þÀ¤�¬1¤��<�8� -ë�<�.¡
b §��
�
¡�£�¦ Ñ ��¬(�8¡�� ¡��
«�¤��5¦ NPW `+£�¡¿ÿB���"�
£�d
1 4200 66.8451 689.6875

2 897 14.2762 32.2813

3 492 7.8304 15.4219

5 396 6.3025 15.4063

7 320 5.0930 13.7188

9 310 4.9338 15.9531

11 288 4.5837 18.1563

P = 3 
i¡�¢3¡�þË£�¡¿�®¤��®ÿ�¬8�<ÿ�þ
�<¬�¤�¡�¤��
¡[ûÐ¢�¡�¡��5ý £s¨�þ
�"ÿ0¤3� ���"£ë¬1¤i¤��
¡Ð�<�
ÿ�¬1¤3� ���"£U�
¡�¡��À¡¿�Z¨���¢Y¡L%�þË¬1¤��<�8�Ë£ `�f¿­�dY¬��Ë�-`#f¿¯ dq	y-/�
¡
£3ÿ'�
¡��®¡.«8�<�8¡��B�Æ¥�¡L%Æþ"¬1¤3� ��� `#f(­�d4�
¢3�
�
þ"ÿB¡¿�ß£�� �®�<�<¬8¢Ð�1¬8� þ
¡¿£e¤3�_¤��
¡®�À�<¢�¡¿ÿ0¤E£�¡¿ÿB���"�Û�À¡�¢��<�1¬1¤��<�8¡®ÿ�¬8�<ÿ�þ
� ¬1¤��<�8�Ë£�	K� �
¡��
¡&%Æþ"¬�¤��<�8� `#f¿¯ d0
i¬�£iþ"£�¡¿�I¦�����¤�� `+¬ d ∆x = 0.05 ¬8�"� `i�_d ∆x = 0.005 «Æ¬(�8¡Ð� ���
¢3�1�8¡¿�r¢3¡�£�þ
� ¤3£�¦��
��
Y¡��8¡�¢�¦Æ�
�8�"¡6
i¡�¢3¡
£�� «��
� ��ÿ�¬��Æ¤3� ¥���¡B¤�¤3¡�¢L	y"e¡��ËÿB¡8¦À�À�<¢3¡�ÿ0¤Gÿ�¬8�<ÿ�þ
� ¬1¤��<�8�Z� £Y¤��
¡6�
¢3¡B¨�¡�¢�¢3¡��®�®¡B¤��
�À�Z¨���¢i�À¡�¤�¡�¢��®�<�
� �"«E¤��"¡Ð�À��þ��
�<¡Ð�
� ��¡�¢3«8¡��ËÿB¡
��¨�¬��<� �"¡��<�@���8�<��¤�£�¦À¡��8¡��n¤��
��£�¡[ÿB�<��£�¡�¤3�®¤��
¡K���8þ"�"�
¬�¢3¥�	

ñÀñÀñ"ò �.õ��S��ô�$ �)ósôâö����M�5ö�$&�IôÀõ"ú�ù��Íú��
ù�ösóYô
ú�óëø�ú�ôÀú����

+-, �"8�>@279D?-03L �10C9D45? 9 �SJ^47A327E^8�9DJc> JK?BZ

-/�
¡�£���¡�ÿ0¤3¢3¬8�Ëÿ��8�<� �Àÿ�¬�¤��<�8�����8þ
�"�"¬�¢3¥g¡�� ¡��.¡��Æ¤s�®¡B¤��"�
�r�<£Y�8¡�¢�¥.£�þ"ÿ�ÿB¡¿£�£�¨�þ
�2
��"¡��r¬H�2�
� �<¡��Z¤����
¢3���"� ¡��®£V
G�Ú¤��r£��®�
��¤��
���8þ
�"�"¬�¢3� ¡¿£�	V"���
Y¡��8¡�¢�¦�
��
¡���£��"¬8¢��m¬��"«8�<¡�£e£�þ"ÿ'��¬8£Gÿ��8¢3�
¡�¢�£G¬�¢3¡M� �Æ¤�¢3�À�Àþ"ÿ�¡��_� �Æ¤3�®¤��
¡����8þ"�"�
¬�¢3¥8¦
¤��
¡�<k>V? ¬8� ���
¡

G�<� ���
�8¤[¢�¡¿£�þ
� ¤M� �S¡������8�
¡���¤3�<¬8��ÿB�8�
��¡�¢3«8¡��ËÿB¡���¡�ÿ�¬�þ"£�¡g�8¨s¤��
¡�£�¡Z£��<�
«8þ"�<¬8¢��<�Àÿ�¬1¤3� ���"£&	 -/�
¡.¡��
¬8ÿB¤[ûÐ¢3¡�¡��5ý £Ð¨�þ
�"ÿ0¤3� ���

G�<� �Y�
��¤���¡n¬��Ë¬��<¥�¤3�<ÿ®���ÈÿB�8¢3�
¡�¢[¡��<¡��®¡��Æ¤3£g¬��"�]¤��
¡�¢3¡B¨���¢�¡�¦9� ¤gÿ�¬8�
�
��¤���¡n¬��À¡&%Æþ"¬�¤�¡��<¥Û¢3¡��
¢3¡�£�¡��Æ¤3¡��I�
¥ 50�
¡&�Æ¥À£��
¡��
���8�<¥Æ�"�8�®�<¬8�<£&	D���Z¨Ö¬8ÿB¤�¦
�®��£�¤i£�¤3¬��Ë�
¬�¢��®�®¡B¤��"�
�"£s¨���¢i£��8�<�
� �"«��Ë��þ
�"�
¬8¢�¥.�1¬��<þ
¡4�"¢����
� ¡��Z£G�
¢3�1�
�<�À¡�£��<��
ÓÿB���Æ��¡�¢3«8¡��"ÿB¡
¬��Ë�n�<�"¬8ÿ�ÿBþ
¢�¬1¤3¡[£���� þÀ¤3� ���"£ë�<�n¤��
¡[�
¡��<«�� ���8¢��
�
�À�n�8¨�¬®ÿB��¢��
¡�¢G£��<�
«8þ"�<¬8¢�� ¤�¥ 	 �
�
��¢Z¤��"¡]ÿ�¬�£�¡��8¨E¬S¤Y
Y��!��À�<�®¡��"£��<�8�"¬8�G¡��
¤�¡�¢��<�8¢n�
�8�Z¬��<�p«8�1�8¡�¢��"¡��A�Æ¥p¬�"e¡�� �®���Ú¤�CÛ¡&%Æþ"¬�¤��<�8� 
G� ¤�� �
���.��«8¡��
¡���þ"£
§e¡�þ
�Z¬��
� �Ë��þ
�"�
¬8¢�¥SÿB�8�Ë�À�Ú¤3� ���"£E���È¤��"¡aÿB��¢��"¡�¢E¡¿�À«8¡¿£�¦)¤��
¡_¬8£�¥
���
¤���¤3�<ÿr¡����"¬��Ë£��<�8����¨�¬ß£��<�
«8þ"�<¬8¢L£���� þ
¤��<�8�â¬1¤.¬
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� "�2)7�� ����� .�'��!, ;3� � / " ���!7��!0���#%�9"+0�' �:.� ;)��# "$#%��.�06#%�1 �� ��� &��4�&� �!'  .+�("  �"��4�& ��4 ���$7 "$#�� ��� �!����.+� .� 
0.005

"�, #%���
.+�%'�� � .  #%���<2�"�, �&, ;3.�7�5�0�.� <��"+7

P
�10��:��� "�, � ,:� � ���  ��� &����!0���5 �&,

40π
"+0�' #%���6 �� "+0��).$/�� "���� 0��4 2)�!� ��,

M = 0
�

� �!, �47 #�,  .+�
20 	 �!7&' ;3.��&0�#�, "$#(��"�')�&��,

0.75
 .+��
 "
��� ��� �!0�� ,� �40��%#�� .�0 "+0�'�
�2�� � #�, , � ��.�0�' '�� ����� "$#�� �+� /(� #%�9� �!, ;3� �%# #�.

x1

"���� , ��.$/(0 �

`Ö¬Wd�ûÐ¢3¡�¡��5ý £��"þ
�"ÿB¤��<�8�
��¢��À¡�¢ §�þ
� ��¡�¢e�8¨ §e�À�À¡¿£/�Ë¡�¢ 5Y�8���
þÀ¤�¬1¤��<�8� -ë�<�.¡
b §��
�
¡�£�¦ Ñ ��¬(�8¡�� ¡��
«�¤��5¦ NPW `+£�¡¿ÿB���"�
£�d
1 3140 49.9747 314.8594

2 774 12.3186 17.3594

3 420 6.6845 6.7031

5 354 5.6341 7.3281

7 312 4.9656 7.8906

9 300 4.7746 9.3281

11 276 4.3927 9.9219

`]�3d�²
¡¿ÿB�8�Ë�_�
¡�¢3� �1¬1¤3� ��¡M��¨wûÐ¢3¡�¡��5ý £��
þ
�"ÿB¤��<�8� 
G� ¤��m¢�¡¿£���¡�ÿB¤ë¤�� x1

��¢��À¡�¢ §�þ
� ��¡�¢e�8¨ §e�À�À¡¿£/�Ë¡�¢ 5Y�8���
þÀ¤�¬1¤��<�8� -ë�<�.¡
b §��
�
¡�£�¦ Ñ ��¬(�8¡�� ¡��
«�¤��5¦ NPW `+£�¡¿ÿB���"�
£�d
1 4200 66.8451 665.8281

2 894 14.2285 22.7344

3 484 7.7031 8.5938

5 360 5.7296 7.2813

7 320 5.0929 7.9531

9 300 4.775 9.0156

11 288 4.5837 10.2656

ÿB��¢��"¡�¢ë�<£
g(r, θ) =

∞∑

p=0

apgp(r, θ) =

∞∑

p=0

apJpα (krρ(θ)) cos (η) `#f
hBd


��
¡�¢�¡ α = π
ξ

¬��Ë� η � £i¬L¨�þ
�"ÿB¤��<�8�_��¨ θ 	 � ���n¡L%Æþ"¬1¤3� ��� `#f@hWdB¦ ξ �<£G�À¡��"�
¡¿�n¬8£Y¤��
¡�¡��
¤�¡�¢3�<�8¢ë¬��
«�� ¡���¨5¤��
¡[ÿB�8¢3�
¡�¢&	 �
��¢
3 ¡ (pα) ≥ 0 ¦I¤��
¡+<i¡�£3£�¡��)¨�þ"�"ÿ0¤3� ���S�8¨s¤��
¡��"¢�£�¤[©
� �Ë�]�<��¡&%Æþ"¬�¤��<�8� `�f
hBd�ÿ�¬��I�Ë¡r¬����
¢3�$�À� �Z¬1¤3¡��B�Æ¥ß�Ú¤�£E¬8£�¥
���
¤���¤3�<ÿ
¡����"¬8�"£�� ���r¨��8¢ z → 0 ¬�£

Jpα(z) ∼ 1

Γ (pα + 1)

(z

2

)pα

= Cpz
pα `�f¿° d


��
¡�¢�¡ z = krρ(θ) 	 ²À� �"ÿ�¡ α �<£®�"��¤n¬��p
ë¬(¥
£.¬��Q�<��¤3¡�«�¡�¢¿¦U¤��"¡Û£��<�
«8þ"�<¬8¢®£��8�<þÀ¤3� ����«�� ��¡��Q� �Q¡&%Æþ"¬�¤��<�8� `#f
hBd.ÿB�8þ"�<�
ÿB���Æ¤3¬��<�Û�<¢�¢�¬1¤3� ���"¬���¡����
¢3¡�£3£�� ���"£e�8¨ r 	 -/�
¡®ÿB�8�
��¡�¢3«8¡��ËÿB¡E�8¨Y¬a£���¡�ÿ0¤3¢3¬8��£�¡�¢3�<¡�£�¨��8¢[¬r¨�þ"�"ÿ0¤3� ���ß� £Ðÿ��8�Æ¤�¢3�8�<�<¡��(�
¥m¤��"¡
� £��<�
«8þ"�<¬8¢�� ¤��<¡�£ 3M��¨Y¤��"¬�¤M¨�þ
�"ÿ0¤3� ����	 � -/�
¡.¤�¡�¢�� � £�� �
«�þ
� ¬�¢3�Ú¤3� ¡¿£ 3M�<�"ÿ�� þ"�
¡�£����8�<¡�£�¦�¨�¢3¬�ÿ0¤��<�8�Ë¬��D�Ë��
i¡�¢�£�¦E�"¢3¬8�"ÿ'�=���8�<��¤�£�¦
¬��Ë�a�À� £3ÿB�8�Æ¤3� �
þ
� ¤��<¡�£ë�8¨)¤��
¡M¨�þ
�"ÿB¤��<�8�m�8¢G� ¤3£G�À¡�¢��<�1¬1¤3� ��¡�£&	

.V,��O?BZ 27EK>@Z 0_L ����?BT�>
9D8�E �10_E^EK0ST 8�>@J^0_4=.1F � 034 8 �SGI258�9D?-. 0_2547658�9;:

-)�Û�À¡��®�8�Ë£�¤3¢3¬�¤�¡®¤��"¡n£��<��
áÿB�8�
��¡�¢3«8¡��ËÿB¡.��¨ë¤��
¡aÿB�8�<�<�
ÿ�¬1¤3� ���]�®¡B¤��
�À� 
��
¡��â¬����
�<� ¡¿�S¤����
����!�£��®�
��¤��I���8þ"�"�
¬�¢3�<¡�£�¦
ÿB���"£��<�À¡�¢n¬X£�%Æþ"¬�¢3¡ÛÿB¡��Æ¤�¡�¢3¡��ï¬�¤r¤��"¡ß�8¢3�<«8�<� 
G� ¤�� ÿB�8¢3�
¡�¢3£Z�<�Àÿ�¬�¤�¡��ï¬�¤ (0.5, 0.5) ¦ (0.5,−0.5) ¦ (−0.5,−0.5) ¬��"�
(−0.5, 0.5) 	y-/�
¡M¤Y
i�Z£�¬8���
� ¡��Ë¡�� �����8�<�Æ¤3£e¬8�"¬��<¥ C�¡¿� 
G�<� �)¬�«�¬8� ���Ë¡V`Ö³ d z = (0.51, 0) ¬8�"� `i< d z = (0.75, 0) 	y-/�
¡
£��8þ
¢�ÿB¡��Ë��� �Æ¤G� �Àÿ�¬1¤��<�8�a�<£ y = (0,−20) ¦8¤��
¡Ð¨�¢�¡L%�þ"¡��"ÿ�¥Z�<£ ω = 4π ¬��"�n¤��
¡M�
þ
� �Ë¡�¢i�8¨)¡�� ¡��.¡��Æ¤3£i�<£ N = 16 	 -)¬��
�<¡

� _'a ~��
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�
�����������4� � �!7�"$#%�����6� �%��.+��"�, "  �40��%#%��.�0 .� #%��� .+�%'�� ��.� (2�"�, �&, ;3.�7 540�.� <��"+7�,  .+��, &���"�� � 2).��40�'�"���5 / � #%�
M = 0

�
# ���%� 7�� ,�$

z = (0.51, 0) % �'&���"���� ,�$ z = (0.75, 0)
�

¯�£��
��
e£�¤��
¡r¢3¡�� ¬1¤3� ��¡g¡�¢�¢3�8¢�£�¨��8¢M¤��
¡aûÐ¢3¡�¡��9ý £Ð¨�þ
�Ëÿ0¤��<�8�9¦ GB
¦�¬8�"�ß� ¤3£L£�¡¿ÿB�8�Ë�S�
¡�¢3� �1¬1¤3� ��¡8¦ ∂2GB

∂x2
1


��"¡��ÈÿB�����Ë¬�¢3¡��

G� ¤��m¬ �
�<«��a�8¢��À¡�¢ ` P = 15 dY£���� þÀ¤3� ����	y-/�
¡M�
¬1¤�¬E¨���¢/-�¬H�"� ¡M¯g¬8¢�¡Ð¬�� £����
�<��¤�¤�¡��n� � ��� «�þ
¢3¡ hr	 -)¬��
� ¡[¯.¬��"����� «�þ
¢�¡

� "�2)7�� ��� � �$7 "$#�� ����� �%��.+�%,(.� � ��"��%# � � � �!0�� ,� �40���#%��.�0 "+0�' � #�, , � ��.�0�' '�� ����� "$#�� ����/(� #�� � �!, ;3� �%# # .
x1

"�, #%��� .+�%'�� �
P
�&0��:��� "�,�� ,:� � ����0��4 �2)�!�(.� �!7��! ��!0�#�, .�0 #%����, &���"�� �
� , 23.��40�'�"���5 �&,

N = 16
"+0�' #����  ��� &����!0���5 �&,
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� "�2)7������ �(�!7�"$#%�������!�%� .���, .� 8#%��� � ��� �$0�� ,  �40���#%��.�0 ��,��&0�� � ��;).�0��!0�#%��"+7 �+��"�')�&0��� �� , � ��� 	 0��! ��$0*#  .+� #���� , &���"����
2).��40�'�"�� 5�� � ���  ��� &����$0���5 ��,

4π �
#����  �� "+0��).$/ � "���� 0��4 23� �6��,

M = 0
"+0�' #%��� ,�.������:� ;).��&0�#<�&, 7�.���"$# �!' "$#

y = (0,−20)
�

�9¡��8¡��I��¨ 3 ¡��"�"¡��®¡��Æ¤ ρ = 0.85 ρ = 0.5 ρ = 0.35

Ng = 2 6.30136E − 05 2.01483E − 05 1.07959E − 05

Ng = 3 5.24537E − 05 1.14010E − 05 5.53004E − 06

Ng = 4 4.39122E − 05 7.59983E − 06 3.73803E − 06

Ng = 5 3.70199E − 05 5.85945E − 06

Ng = 6 3.14598E − 05

Ng = 7 2.69720E − 05
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∂ρ

∂t
+ u

∞

∂ρ

∂x1
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∂ρ(u1 − u
∞

)

∂x1
+

∂ρu2

∂x2
= 0 `�f�± d

∂ρu1

∂t
+ u

∞
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∂x1
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∞

)u1

∂x1
+

∂ρu1u2

∂x2
+
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= 0 `;­�, d
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∂x1
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T11 = ρ(u1 − u
∞

)(u1 − u
∞

) + p − a2
∞

ρ

T12 = ρ(u1 − u
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)u2

T22 = ρu2u2 + p − a2
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ρ

¬��Ë� a
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ρ = ρ̄ + ρ′, u1 = ū1 + u′
1, u2 = ū2 + u′

2
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ρ′ = 0, u′
1 = (x2 − 0.85)e

− ln(2)
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(x1+2.5)2+(x2−0.85)
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− ln(2)
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+ ū1

∂u′
1

∂x1
+ ū2
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∂ū2

∂x1
u′

1 +
∂ū2
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′
1 + (ū1 − u
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